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Uvod

Problém maximalneho toku v sieti po prvy raz vyslovil T. E. Harris uz v 1954 ako zjednoduSeny
model Zelezni¢nych trati. UZ o dva roky objavili L. R. Ford a D. R. Fulkerson metédu, pomocou
ktorej bol tento problém rieSitel'ny. Prvotné dovody z realneho sveta na rieSenie tohto problému boli
hlavne zo strategickych vojenskych dévodov, kde bolo potrebné najst, ako najlacnejSie znefunkcnit
nepriatel'ovu prepravnu stistavu, respektive vybudovat’ svoju ¢o najodolnejsie '*!, ale neskor prisli
dovody aj z civilného sveta, ako napriklad rozvrhovanie posadok v letectve, alebo rozliSenie
obrazku na popredie a pozadie, a dalSie.

Desatrocia boli nachadzané na tento problém nové rieSenia pomocou roznych metdd, pricom sa
neustale zefektiviiovali pouZité prostriedky. Dnes je jednym z najlepSich rieSenie J. B. Orlina
spojené s rieSenim V. Kinga, S. Raoa, a R. Tarjana, kde ¢asova zloZitost takéhoto algoritmu je
O(VI*[E] .

Definicia problému

Nech graf G = (V,E) s dvoma Specialnymi vrcholmi a,z, kde a je zdroj a z je vytok, priCom tento
graf ma ohodnotené orientované hrany, kde hodnotou hrany oznacujeme jej kapacitu, a teda kol'ko
moZe cez tito pretiect’. Tok je funkcia, ktord kazdej hrane priradi kladné ¢islo, pricom toto nesmie
byt vdcSie ako jej hodnota, a musi platit, Ze sticet tokov na hranach vedicich do vrchola je rovny
suctu vrcholov veducich z vrchola, o plati pre kazdy vrchol az na zdroj a vytok. Hodnota toku je
je mnoZstvo prechadzajice zo zdroja do vytoku.

Problém maximalneho toku rieSi najdenie takého toku s najvdcSou hodnotou.

Moja uloha

Porovnal som viaceré algoritmy a pristupy, ako vyrieSit’ dany problém. Naprogramoval som vlastny
kod na zaklade Ford-Fulkersenovej metddy a Edmond-Karpovej implementacie, naSiel som
implementacie jednoduchého Dinicovho algoritmu a Malhotra-Kumar-Maheshwariho algoritmu
pod vhodnymi licenciami, naprogramoval som kod na prevod na rieSenie pomocou linearneho
programovania (LP) s pouZitim vol'ne dostupného solvera, a interface-u naprogramovanym mojim
Skolitefom, a nakoniec som pouZil OR-tools — open source softvér pre optimalizaciu nielen
problému maximalneho toku. VSetky kody boli napisané v jazyku C/C++, aZ na program na volanie
OR-tools, kvoli ovel'a jednoduchSej inStalacii a implementacii, priCom v3ak tento softvér je
napisany tieZ v C/C++ (pripadne CC), a iba zanedbatel'ny cas je pouZity na réZiu.

TieZ som si vytvaral vlastné grafy na porovnavanie. Pri mojej implementacii prevodu na LP som
vsak potreboval zabezpecit, aby bol dany graf acyklicky, a preto vSetky vytvorené grafy su
acyklické. TieZ som nevytvaral nasobné hrany. Tieto, v zavislosti od implementacie grafu, vieme



celkom l'ahko odstranit’ (spojenie do jednej), pricom ich existencia by tieZ vedela komplikovat
niektoré implementdcie.

Ako porovnavaciu met6du som bol pouZity realny ¢as behu funkcie na vypocet maximalneho toku,
pricom do tohto nebol zahrnuty cas, ktory bol potrebny na vytvorenie daného grafu v tej ktorej
implementacii (predpokladam, Ze tento by bol aj tak vel'mi podobny, ked'Ze je to pri vSetkych iba
takmer to isté vloZenie vZdy tych istych vrcholov a hran). Toto porovnavanie som pouZil aj preto,
pretoZe je zloZité porovnavat’ takto nestvisiace algoritmy nejak inak, ked’Ze napriklad o samotnej
implementacii OR-tools, alebo tohto konkrétneho LP solvera viem iba ve'mi malo.

Vopred som predpokladal, Ze algoritmy ktoré maju vopred zadané casové zlozitosti, budu zoradené
podl'a tychto, moj prepis na LP bude najpomalsi, ked'Ze pri mojej implementacii moze trvat’
exponencialne dlhy cas, a OR-tools bude najrychlejsi.

Implementacia Ford-Fulkersonovho metody, pomocou Edmond-Karpovej
implementacie

Tato metoda vznikla ako prva na rieSenie daného problému. RieSi ho pomocou metddy
zvacsujucich/zlepsSujucich sa ciest. Edmond-Karpova implementécia je plne definovana Ford-
Fulkersonova metdda. Myslienka zlepSujucich sa ciest je nasledovna: ak existuje nejaka cesta zo
zdroja do tstia, touto poSleme nejaky tok. Poslanie toku znamend vhodne upravit’ graf — kazda
hrana cez ktort sme poslali tok, bude zmenSena o dany tok, a pre kaZdua hranu (a,b) sa vytvori hrana
opakujeme, kym existuju nenulové cesty zo zdroja k tstiu. Rozdiely pri implementéacii tejto metody
su hlavne pri nachadzani nejakej cesty zo zdroja do tstia. Vyhl'adavanie do Sirky (BFS), pouZiva
prave Edmond-Karpova implementdcia, ktora je pouZita aj v tomto rieSeni. Casova zloZitost tejto
implementacie je O(|V|*|E[]). ¥

Dinicov algoritmus a Malhotra-Kumar-Maheshwariho algoritmus

Tieto algoritmy pouZivaju tieZ zlepSujtice sa cesty, su si vSetky teda podobné, ale od Edmond-
Karpovej implementacie prinasaji nové koncepty, a st schopné mat’ lepSie ¢asové zloZitosti,
Dinicov algoritmus O(|V|**|E))!*!, Malhotra-Kumar-Maheshwariho algoritmus O(|V|*)®.

RieSenie ako linearny program

Pri tomto rieSeni st vytvorené obmedzenia vyplyvajtice priamo z definicie problému. V kazdom
vrchole okrem zdroja a tstia vytvorime obmedzenie aby rozdiel vchadzajuceho a vychadzajuceho
toku bude nulovy, aby kaZda hrana mala kapacitu najviac svojej hodnoty, a maximalizacia
vstupnych hodnét do ustia/ vystupnych zo zdroja.

Zial, toto som si pri implementovani méjho rieenia neuvedomil, a moje obmedzenia boli, Ze pre
kaZdu cestu zo zdroja do tstia musi platit, Ze tok cez fiu bude nezaporny, a pre vSetky cesty ktoré
obsahujui nejakd hranu musi platit,, Ze sucet ich tokov je mensi ako hodnota tejto hrany. Pocet
moznych ciest ktoré vedu zo zdroja do ustia vSak moZe byt aZ exponencialny.



OR-tools

Open source softvér na optimalizaciu, vytvoreny na rieSenie nielen tokov v sietach, vyhral viacero
zlatych medaily v sut’aZi optimalizacnych softvérov. Neviem presne aké optimalizacné techniky v
fom boli pouZité, ani ako presne sa dostal k vysledku. Bol brany ako cierna skrinka, do ktorej po
vloZeni grafu dostaneme rieSenie.

Vysledky

V prilohe 1 st aj ¢iselné vysledky testov, v tomto texte su iba heatmapy vysledkov tychto testov.
NiZsie je legenda, a potom pre kazdy test je obrazok, ktory v ktorom stipce oznacuji testy s
rovnakymi poctami vrcholov, zl'ava doprava idd od 50 vratane aZ po 100 vratane, skoky su o 5.
Riadky oznacuju grafy, ktoré majui (takmer, presné opisanie pri funkcii tvorenia grafu) vSetky
vrcholy s rovnakym poctom hran, pricom hrana vrcholu je tu brana aj ktora don vstupuje, aj ktora z
neho vystupuje, zhora nadol od 3 vratane po 9 vratane. V kazdom teste oznacenom jednym
Stvorcekom bol dany algoritmus spusteny na 50 roznych grafoch.

Obr. 1: Legenda

Farby na Obrazku 1 oznacuju jednotlivé casy behu programu, zl'ava doprava su to intervaly v
mikrosekundach <0,10000), <10000,30000), <30000,60000), <60000,100000), <100000,300000),
<300000,600000), <600000,1000000), <1000000,3000000), <3000000,6000000),
<6000000,10000000), <10000000,30000000), <30000000,60000000), a dlhsie ako 600000000.

Obr. 2: OR-tools



Obr. 3: Dinicov algoritmus

Obr. 4: Malhotra-Kumar-Maheshwariho algoritmus

Obr. 5: LP



Obr. 6: Ford-Fulkerson, Edmond-Karp implementacia

Pri testoch na LP pri mojej implementacii bol tento algoritmus tak neefektivny, Ze som bol niteny
ho pre nedostatok prostriedkov vypnut’ po prejdeny na grafoch s vrcholmi s iba 3 hranami. Zaroven
vSak treba poznamenat’, Ze pri tomto bolo do celkového ¢asu zaratané aj najdenie vSetkych ciest.
TieZ treba poukézat’ na to, Ze OR-tools boli sptstané z iného jazyka, a je moznost’, Ze pri zistovani
Casoch behu tohto programu nedokazal zistit’ skutocny beh programu, pretoZe tento bol zaokrihleny
na 0. (Je mozZné Ze v Pythone bol ¢as pocitani na milisekundy, v C++ na mikrosekundy).

Dalej boli urobené testy pre grafy, kde v kazdom grafe mal kazdy vrchol menej ako 5 hréan (sticet
vstupnych aj vystupnych), a mal 1,5%|V| hran. Pri tomto boli urobené testy pre grafy s po¢tom
vrcholov od 50 vratane po 100 vratane. Vo vysledkoch boli drobné anomalie, preto som sa rozhodol
vytvorit nové hodnoty pre kazdy algoritmus, kde i-ta hodnota je priemer ti¢innosti tohto algoritmu
na grafoch o vel'kostiach 49 + i, 50 + i, 51 + i. Anomalie vznikli nielen kvoli konStrukcii grafov, ale
aj z dovodu zaokrihlenia niektorych ¢asov behov na 0.
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Obr. 7: Porovnanie vSetkych algoritmov na podmnoZine grafov
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Obr. 8: Porovnanie algoritmov bez LP na podmnoZine grafov

Zhrnutie

Vo vsetkych porovnaniach sme dospeli k zaveru, Ze tieto implementacie algoritmov moZeme
zoradit’ od najlepSieho takto: OR-tools, Dinicov, Malhotra-Kumar-Maheshwariho, Ford-
Fulkersonov, a moja implementacia pomocou LP.

MobzZme si vSimnut', Ze Malhotra-Kumar-Maheshwariho algoritmus bol horsi ako Dinicov, aj ked’
ma lepSiu ¢asovu zloZitost', o nesedi s naSimi ocakavaniami. Je to spdsobené tym, Ze v tejto
implementadcii je zrejme spomaleny vel'kou konStantou. Ak si pozrieme jeho vysledky, tak presne
ako vyplyva zo zloZitosti, pri pridavani hran ale rovnakom pocte vrcholov je stale rovnako rychly.
Ak by sme testovali na hustejSich grafoch, bol by pravdepodobne rychlejsi.



Dalej rychlost OR-tools nemusi byt skuto¢ne takato nizka, moZe to byt tieZ spdsobené zlym
pocitanim ¢asu v inom programovacom jazyku.

Nakoniec si mo6Zeme vSimnut', Ze moja implementacia na LP je neporovnatel'ne horsia, ako
hociktory iny skimany algoritmus.
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